Optimizacién de la unién mediante ajuste a presién en un amortiguador MacPherson

3. Optimizacién no lineal.

3.1. Introduccion.

En este capitul o se presentan algunos métodos basicos para la optimizacion de problemas
que son no lineales por la naturaleza de la funcion objetivo, de las restricciones o de las dos
simultaneamente. En primer lugar se muestran algunos algoritmos basicos de optimizacion de
problemas sin restricciones. La optimizacion de problemas que no estan sujetos a restricciones se
pueden realizar empleando derivadas primeras, segundas o sin emplear derivadas. En este
capitulo se muestra un algoritmo de optimizacion de orden cero, es decir, que no requiere €l
empleo de derivadas. Este algoritmo es & método de la Seccion Aurea. También se desarrolla el
algoritmo de primer orden mas conocido que es el método del gradiente. Por Gltimo para obtener
mejores resultados en términos de convergencia se muestra un algoritmo de segundo orden, que
es el método de Davidon-Fletcher-Powell.

La optimizacion de problemas no lineales sujetos a restricciones se redliza mediante la
penalizacion de la funcion objetivo. Este proceso permite aplicar las técnicas de optimizacion de
problemas sin restricciones a problemas con restricciones mediante el uso de una funcién
objetivo nueva que contiene informacion de las restricciones. El proceso de peralizacion consiste
en una nueva funcion objetivo que contiene a la original y a un término que cuando las
restricciones estén préximas a no cumplirse incrementa e valor de la funcién objetivo, en un
problema de minimizacion. Es decir se penaiza en la funcién objetivo €l hecho de no cumplirse
las restricciones.

En este capitulo se muestran algunos tipos de penalizacién de las restricciones haciendo
aplicables los agoritmos de optimizacion a problemas con restricciones. En todos los
procedimientos que se presentan se hace necesaria una blsqueda monodimensional para obtener
el 6ptimo en un determinado intervalo de las variables de disefio y que se aplica en € proceso
una vez que se conoce la direccion en la que la funcion objetivo mejora. Para ello se ha
empleado & método de blsgueda por la Seccién Aurea.

Unavez que se muestran las técnicas de optimizacién de funciones sin restricciones y las
técnicas de pendizacion se explica la implementacion realizada de estos métodos. La
implementacién se ha readlizado en un programa de Elementos Finitos y en e lenguaje de
programacion FORTRAN.
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Se ha implementado |os algoritmos de optimizacion pese a que e programa de elementos
finitos que se va a emplear cuanta con un modulo de optimizacion. Esto se debe a que e manual
del médulo de optimizacidn presenta una serie de incongruencias que desaconsejan €l empleo del
mismo. En primer lugar se presenta un méodo de orden O que realiza una aproximacién de la
funcidn objetivo penalizada, esta superficie se define por una expresion cuadréaticay no requiere
la evaluacion de derivadas. Las funciones de penalizacion que se muestran en dicho caso se dice
gue son todas del tipo interior extendida mientras que la expresion gque se muestra no se
corresponde a este tipo, sino a las de penalizacién interior, que presentan problemas de
convergencia, ademas esta definicion se realiza en funcion de unos pardmetros sin especificar,
por lo que no se tiene control de la gecucion del problema. El pardmetro que se emplea en la
penalizacién de la funcién objetivo no esta definido el valor que toma en € inicio de la
gjecucion, ademas se indica que este parametro se incrementa entre iteraciones, mientras que la
penalizacion interior extendida requiere la reduccién del pardmetro para aproximar los limites de
la region factible. La definicion del parametro de transicion que se realiza no es acorde con la
funcién de penalizacion empleada. Por Ultimo la actualizacion de las variables de disefio entre
iteraciones queda en funcion de un parametro cuyo origen no se especifica. EI método de primer
orden que se muestra en e manual del médulo de optimizacién indica que se emplea
penaizacion exterior a las variables de disefio, pero no muestra las funciones que se emplean, €
pardmetro de penalizacion que se enplea en la funcion objetivo no esta definido y ademas no se
define e parametro de transicion de la pendizacién interior extendida, la forma de las funciones
de penalizacion interior extendida que se emplean quedan en funcién de una serie de parametros
sin especificar, 1o cual no permite controlar la gecucion del algoritmo de optimizacion. Por
altimo al implementarse un método de segundo orden se consigue una mejora sustancial en la
convergencia de problemas con una region factible muy amplia o con restricciones y funcion
objetivo muy no lineal, aunque la aplicacion realizada no cumple estos requisitos su
implementacion permite la optimizacion de un gran nimero de problemas en los que no se
conozca laforma de las restricciones o de la funcion objetivo.

En todo e capitulo se ha empleado la nomenclatura que se muestra a continuacion.

Variables de disefio x, Funcién Objetivo f(x), vaor de la variable de disefio en laiteracion

k-ésima x¥, direccion de blisqueda en laiteracion k-ésima d,
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3.2. Busgueda monodimensional.

En los métodos de optimizacion monodimensional se debe tener definido un intervalo de
la variable independiente en el que la funcién presente un minimo, si e problema es de
minimizacion, ademas la funcion debe terer carécter unimodal en € intervalo de la variable
independiente en el que se quiere obtener e minimo.

El algoritmo optimo respecto a nimero de evauaciones de la funcion, conocido el
intervalo de incertidumbre y el de definicion de la funcion es e agoritmo de Fibonacci. Sin
embargo este algoritmo tiene la desventgja de que €l nimero de evaluaciones debe ser conocido
antes de comenzar € proceso iterativo. Este problema se solventa empleando € método de la
Seccién Aurea que se describe a continuacion.

Dado un intervalo de incertidumbre [a", b"] en & que se quiere minimizar una funcién, €l
meétodo de la seccion aurea establece unarelacion constante entre dos interval 0s consecutivos en
los que se quiere minimizar lafuncién. Lafuncién objetivo se evallia entonces en dos puntos x;"
y X2" que cumplen larelacion:

X' ?a" b ?2x"

b"?a" b"?a"

Al evaluarse lafuncion en x;" y x." se pueden dar dos casos:

(3.2.1)

i. f (x{") <f(x2") y & nuevo intervalo de incertidumbre sera [a", x2"] y los nuevos puntos
en los que evauar la funcién serfan x,™?! = x"y x™?! se obtiene de la expresion
(3.2.1), quedando:

n?1 n?1 n n
? ?
X ?a” % ?al
bn’?l?an?l X2n t)an

(3.2.2)

ii. f (x1") > f(x2") y & nuevo intervalo de incertidumbre sera [x,", b"], luego la funcién se
evaluard en los puntos x;™* = x," y & nuevo x,™* vendra dado por la expresion:

b 2x"™ _b"?2x,"
? 27
bn?l r) an’?l bn 7 X1n

(3.2.3)

De las expresiones anteriores se obtiene ? ? ?0.618.

21245
2

Este nimero se denomina nimero Aureo, de ahi € nombre de este algoritmo.
El proceso anterior se sigue hasta que € intervalo es menor gque una cierta tolerancia o
bien la funcién objetivo varia lo suficientemente poco dentro de una tolerancia fijada

previamente. Al llegar a este punto se obtiene la posicion del minimo asumiendo que la funcién
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objetivo en @ dltimo intervalo de incertidumbre se puede aproximar por una funcion cuadrética
cuyo minimo se puede obtener analiticamente y su posicién también.

La funciéon cuadratica que aproxima a la funcion objetivo en € intervalo fina vendra
dada por la expresion.

f(x)? Ax*?Bx?C (3.2.4)

Realizando la derivada respecto a la variable independiente x se obtiene la posicion del
minimo en el punto en que esta derivada se anula, cuya expresion general esla que sigue.

X? ’?i (3.2.5)
2:A
En € intervalo fina se tendrd evaluada la funcién objetivo en tres puntos, por lo que la
obtencion de los coeficientes del gjuste cuadrético es inmediato con la expresion siguiente en

funcion de a™?, b, x,"tL

2AD ’?r,an’?lr,2 " ’??lf)f(an?l)f)
29 Y, b3 ?
5B5? 27 p 2 2f(0"™)?2 (3.2.6)

2~7? 2 n? n’ ? n?1y ?
Lo 22(2 71? Xz’)l 12 ?f(XZ 1)?
Introduciendo estos coeficientes en (3.2.5) se obtiene la posicion del minimo.

3.3. Optimizacion sin restricciones.

En muchos problemas ingenieriles se debe encontrar € Optimo de una funcion
multivariable a la que no se le han impuesto restricciones. Los métodos que se emplean para
resolver estos problemas se basan en dos formas béasicas de abordarlos. Los métodos indirectos
se basan en buscar € Gptimo a través de unas ecuaciones derivadas de la condicién de gradiente
nulo. En la préctica estos métodos dan lugar a ecuaciones implicitas en € vector de variables de
disefio x. Estas ecuaciones son fuertemente no lineales por lo que resultan muy dificiles de
resolver. Los métodos directos actlan directamente sobre la funcién a optimizar.

Los métodos directos aplicados a la optimizacion de funciones de varias variables
independientes son iterativos. En € inicio de la iteracion k-ésima se denotard por x* a valor
estimado del optimo. La iteracion k-ésima consiste en €l cdlculo de un vector de busqueda dk con
el que se pueda obtener un nuevo estimado x** segtin una relacion del tipo:

Xt = XK+ aed (3.3.1)

Una vez conocido dy, € vaor ax se obtiene mediante busqueda lineal con € algoritmo de

la seccion aurea que se ha comentado previamente. Imponiendo
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MIN. a f(x* + ay-dk) con?,? 7,2, (33.2)
donde a1 Y ax> son valores que hacen que x¥** cumpla las restricciones correspondientes.

L os distintos métodos que existen se basan en la eleccién de la direccion de busqueda. Se
supondra, a partir de ahora, que la funcién a optimizar va a minimizarse, sin perdida de
generdidad ya que para maximizar s6lo hay que minimizar la funcién objetivo cambiada de
signo. Los distintos métodos que se emplean se clasifican en funcion de lainformacién necesaria
para la busqueda del minimo. Los métodos que emplean derivadas primeras de la funcion, ta
como e método del gradiente, se denominan de primer orden. Los métodos que requieren las

derivadas segundas de la funcion se conocen con el nombre de métodos de segundo orden.

3.3.1. Mé&odosde Primer Orden.

Estos métodos que emplean la informacion correspondiente al gradiente requieren que
éste sea conocido, bien de forma analitica o mediante diferencias finitas. La eficiencia de estos
métodos es pobre en el caso de funciones con derivadas primeras discontinuas.

El mejor conocido de los nétodos de primer orden es el del gradiente o de Cauchy.
Resulta un punto de partida para otros métodos més sofisticados. Es un método lento y su
empleo esta limitado a consideraciones académicas.

El método del gradiente procede realizando una busqueda lineal alo largo de la direccion

dada por:

no 2T(X) (3.3.3)

I e
El algoritmo procede de la siguiente manera:

. Partir de un estimado inicial x.

ii. S H’? f ()_(k)H 2 ?, e proceso haterminado siendo x¥ el éptimo buscado, e es un valor lo
suficientemente pequefio para poder suponer que € gradiente es nulo; En caso
contrario ir aiii.

?f(X)

ii. Definir la nueva direccion de blsqueda. d, ? 2 —==.
1o

V. Reslizar una minimizacion por blsqueda lineal en f( x<+ay - di) con ax = 0.
V. Definir un nuevo estimado x*!= x*+ a,- dk.

Vi. Repetir el proceso.
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3.3.2. Métodos de Segundo Orden.

Estos métodos hacen uso de las derivadas primeras y segundas de la funcién a optimizar.
Entre ellos e méodo de Newton es € prototipo de métodos de esta familia. EI méodo de
Newton se basa en aproximar la funcion a optimizar en un entorno del minimo por una funcion

cuadrética, que es la que se minimiza exactamente. En esta aproximacion cuadrética se emplea la

matriz hessiana que es una matriz smétrica formadacon H (x*) ? ?2f (x*). En un problema de
minimizacion es necesario que la matriz H(X*) sea definida positiva, en el caso en que la matriz
hessiana no sea definida positiva 0 sea singular no se puede obtener el optimo con este método.
Para solventar este problema se emplean los méodos de Newton modificados, que sustituyen la
matriz hessiana no definida positiva por otra matriz préxima a la hessiana pero definida positiva.

En la préctica la matriz hessiana o bien no se puede calcular o es muy dificil y costosa de
calcular. Por lo que un procedimiento préctico es partir de un estimado préximo a H “1(x) e irlo
actualizando secuencialmente en cada iteracion. Los algoritmos de métrica variable son aguellos
en los que la direccion de busgueda viene definida como:

d, 2?82 (x) (3.3.4)
donde S¢ es una matriz definida positiva que aproximaa H “1(x).

Con estos algoritmos se evita la evaluacion de las segundas derivadas, exigidas en €
método de Newton. De todas formas a la matriz S¢ se le exige que refleje, en cierta medida,
propiedades del hessiano de la funcién para conseguir una convergencia rapida del problema. La
matriz aproximada a la inversa del hessiano se emplea para definir la direccion de busqueda de
tal manera gque cerca del Optimo se comporte como lainversa del hessiano. Dados dos estimados
x¥y x¥*1 el hessiano se puede aproximar por:

26 (™) 221 (x)
Xk?l ) Xk

HX™)? (335)

haciendo gk ?2f ()_(k?l)’??f(>_(k) y Ek 2 x 2 X" la expresion anterior resulta:

g ? H(x")-p" (3.3.6)

Si se supone que € hessiano puede considerarse constante en n sucesivos pasos del

algoritmo se podra hacer:
q“?H-p* ?2k?12,...,n (3.3.7)

y queda determinado H para que se cumplan las ecuaciones anteriores.
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Para un problema en vias de resolucion, si e nimero de pasos resueltos esk < n, la matriz

H* no podré ser construida totalmente y el sistema de ecuaciones

s™q 2 p 1=i<n (3.3.8)
admite infinitas soluciones de la matriz S. Dependiendo de cdmo se defina S se tendré uno u otro
método. A continuacion se describe uno de ellos.

Método de DavidonFletcher-Powell en este método la matriz aproximada a lainversa del
hessiano se actualiza suméandole dos matrices de rango unidad, por lo que este método es
conocido como método de correccion de rango dos. Partiendo de la expresion (3.3.8) y

suponiendo la matriz S** de la forma:
S 25 2 A (3.3.9)
Sustituyendo esta Ultima expresion en la anterior se obtiene:
Aq“?p2sq (3.3.10)
cuya solucion es de laforma:
“yKoskge S

=2 == (3.3.12)
4

K
A7 KT K
Z q

< |l

donde V<", ZT son vectores arbitrarios no ortogonales a g*.
Como H! es simétrica se eligen los vectores v y 27 de manera tal que A sea también
simétrica, siéndolo simultaneamente S*2. La forma méas simple de asegurarlo es haciendo y* = p*

y 2= g*. Finalmente |a férmula de Davidon: Fletcher-Powell seré:

« (3.3.12)

El algoritmo basado en este método consta de |os siguientes pasos:
I. Definicién de una matriz inicial S definida positivay de un estimado inicial x°.
ii.  Obtencion deladireccion de busqueda di = S¢-g¥, donde g“ ??f(x").
iii.  Minimizacion def (x*+ a-dy) con respecto a a= 0 para obtener el nuevo estimado x***
yasi g 2 2f(x").

?
k k k.l? k

Iv. Definicion  de gk ?272f (>_(k?1)??f(g<k) ?gm?g , p ?x X y
k KT k k KT <k
2, PP S99 S
R ) (3.3.13)
E .9 q ) .q
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3.4. Optimizacion con restricciones.

A continuacion se van a presentar una serie de algoritmos que permiten resolver
problemas de optimizacion no lineales sujetos a restricciones que tampoco tienen por qué ser

lineales. En este caso € problema de optimizacion quedaria formulado de la siguiente manera:

Minimizar:  f (X) (34.0
Sujeto a g (x)=0 j=1,m (34.2
h«(x)=0 k=1]1 (3.4.3)

Junto a estas restricciones estan también las de las variables de disefio x; que se
encuentran restringidas a un intervalo de validez.

El procedimiento general es minimizar la funcion objetivo como una funcién sin
restricciones pero penalizando las violaciones de las restricciones. Como estos métodos pueden
dar lugar a problemas mal condicionados, la penalizacién se impone iniciamente de forma
moderada y se va incrementando segin se avanza en la optimizacion. Ello requiere la
optimizacion de varios problemas penalizados para obtener el dptimo de la funcién objetivo que
respeta las restricciones. Estos métodos se conocen por sus siglas en inglés SUMT (sequential
unconstrained minimization techniques). La pseudo-funcién objetivo que se emplea en estos
métodos son de la forma:

?2(x?,)? £(x)??,-P(X) (3.4.4)
donde f (x) es la funcidn objetivo original y P (x) es la funcion de penalizacion y cuya forma
depende del SUMT que se emplee. El escalar 7, es un factor multiplicativo que determina el
valor de la penalizacion y que permanece constante para cada optimizacion de la pseudo-funcion
objetivo. El subindice p denota el nimero de la minimizacién de la funcion penalizada. El factor
multiplicativo ? se modifica de una minimizacién a otra, aumentando o disminuyendo segun €l
tipo de penalizacion.

A continuacion se muestran tres técnicas de penalizacion. La primera de €llas es la més
sencilla de implementar y se conoce como penalizacion exterior puesto que solo penaliza la
funcion objetivo cuando no se cumplen las restricciones. El segundo método, Ilamado
penalizacion interior, penaliza en mayor medida la funcion objetivo cuanto més se aproximan las
variables de disefio a no cumplir las restricciones, de manera que s e estimado inicia se
encuentra en la region factible, el proceso de minimizacion impide que el estimado salga del
espacio disponible. Cada uno de los métodos anteriores tiene sus ventgjas e inconvenientes, las
ventgas de ambos métodos se incorporan en un tercer método llamado penalizacion interior

extendida. Un conocimiento adecuado de estas técnicas y de las dificultades que presenta la
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optimizacion de problemas no lineal es sujetos a restricciones permite comprender la importancia
de una formulacion adecuada del problema.

En cada forma de penalizacion se mostrara un gjemplo de la funcion de penalizacion, este
gjemplo se obtiene de la siguiente restriccion:

310°? N ?510° (3.4.5)
esta restriccion se transforma para que quede como dos restricciones del tipo estandar, ademés se
escalan para que no dependan de las dimensiones empleadas, la formafinal de estas restricciones

eslaque sigue:

10° ?
310°7N 59 (34.6)
310
2510°
N?510° 5 (34.7)
510

3.4.1. Penalizacion exterior.

En este caso la funcion de penalizacion se obtiene de:
P 27 Mad, 90?7 h¥? (348)
j?1 k?1

En la expresén anterior se puede ver que no se impone penalizacion s todas las
restricciones se cumplen (g; (X) = 0, hx (X) = 0), pero s alguna de ellas no se cumple se penaliza
con el cuadrado de larestriccion. Se hace asi para conseguir una pendiente nula en la frontera de
la region factible, asegurando una pendiente continua de la pseudo-funcién objetivo. A pesar de
ello la segunda derivada ro es continua en la frontera por lo que puede dar lugar a problemas
numeéricos s se emplean métodos de segundo orden.

Considerando ahora € factor multiplicativo ?,, se observa que un valor pequefio tiene
como resultado una minimizacion sencilla de la funcién objetivo penalizada pero se permite una
mayor violacion de las restricciones. Por otro lado si se emplea un valor grande se asegurard una
solucion dentro de la region factible pero es més dificil de obtener debido a un peor
condicionamiento del problema. El proceder habitual seré entonces comenzar con un valor de ?,
pequefio, optimizar la funcion objetivo penalizada, incrementar € valor de la penalizacion,
actualizar la funcion objetivo penalizada y obtener un nuevo vaor del éptimo partiendo del
punto obtenido en la iteracion anterior. Se continlia con €l proceso anterior hasta que se acanza
un valor del dptimo satisfactorio.

Para el ejemplo comentado anteriormente la forma de la funcion objetivo penalizada seria

como se muestra en lailustracién siguiente:
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Penalizacion Exterior

=) L___________L___________% __________ e _

—t restriccion por defecto
MG -| — restriccion porexceso | s i TR i L. _
— penalizacion por defecto | |
penalizacion por excesa |
07 penalizacion total R T 7]
+  minima factible '
03 I I ] ] ]
25 3 35 4 45 5 55
N %107

Ilustracién 3-1. Penalizacion exterior, se muestra una vista general de lasrestricciones, de cada funcion de
penalizacion y de la funcion de penalizacién total.

Se muestra de manera detallada a continuacion la zona en la que se encuentran las

funciones de penalizacion.

T Penalizacion Exterior

T T T T
T - R — restriccion por defecto

—+ restriccion par exceso
gl---- Lo —=— penalizacion par defecto

g penalizacion por exceso
= IS L penalizacion total

| * minima factible
S e e — S — N S .
] T S oo IS e,
IR+ Peee—— P L ST Y
o ERCETCETTTE Tt EEP PR PTEPE PRy FUEPPPRPTETTE R RGLETEE SEEETE
g S S — S
oo oo froeeeereeeees e
] s 1 R [ I

& Shia 4 4.4

I

[lustracién 3-2. Funciones de penalizacion en la penalizacion exterior.
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Se puede observar como solo se penalizan las restricciones en la zona externa de laregion

factible.

3.4.2. Penalizacion interior.

Con este método se obtiene una serie de soluciones factibles pero a expensas de una
funcién de penaizacion més compleja. La diferencia radica en la forma de pendizar las
restricciones de desigualdad y en que e parametro de penalizacion se disminuye en vez de
aumentarlo durante el proceso de optimizacion.

Lafuncion de penalizacion mas comun en el caso de penalizacion interior es.

5?1
P(X)?? (3.4.9)
i229;(X)
De esta forma la pseudo-funcién objetivo incluyendo las restricciones de igualdad quedaria:
m r)l |
2(x,2,,?2.)? f(x)?22.'? 22 2 h(x)? (3.4.10)
PP P i229;(X P

El dltimo término de (3.4.10) es idéntico a de (3.4.8) y corresponde a la penalizacion exterior
anterior ya que hy (X) debe aproximarse a cero todo lo posible. Por ello 7%, tiene la misma
evolucion creciente de antes.

Se requiere que lafuncion g; (x) sea negativa para que la solucion sea factible, con lo que
el segundo término de @3.4.10) sera positivo segln se aproxima g (x) a cero la penalizacion
tiende a infinito. El parametro de penalizacion ?,’ se emplea para distinguirlo del parametro de
penalizacion en la penalizacion exterior. Este parametro 7, empieza teniendo un valor ato y se
disminuye cada vez que se obtiene un nuevo valor de las variables de disefio en € Optimo,
comenzando la siguiente optimizacion con el valor anterior de las variables de disefio.

En € gemplo comentado anteriormente la forma de las funciones de pendlizacion y de

las restricciones son las siguientes.
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Penalizacion Interior

400 : : : : :
200 foremeneos R R -
] S R RS s WW ..... -
200 beeeee e SNSRI SRS SO S S i
S f--nnmees boooeeeneee fommmmneees s | S -
N N
-600 -1 —— restriccion por defecta [--7o--soessee IRRRLAEERELEL REREERLED =
—+ restriccion por exceso
— penalizacion por defecto | | ' !
-800 - penalizacion por excesg |-4----------- pomomenone- RRELEEEEE -
penalizacion total
+  minima factible '
1000 I I ] ] ]
25 3 35 4 45 5 55
A 5 10°

Ilustracién 3-3. Penalizacion interior, se muestra una vista general delasrestricciones, de cada funcién de
penalizacion y de la funcién de penalizacion total.

Se mostrara a continuacion una representacion mas detallada de las funciones de
penalizacion.

Penalizacion Interior

40 -

T T T
oo oonoooooa00 Eoaoaooona o CYST=y=rays —
I I I
I 1 I

[

20 E&' ------------- —— restriccion por defecta [------------- ----- -
T d —t— restriccion por exceso g
y P
o T 2 —= penalizacion por defecta | __________ & |
penalizacion por exceso
T penalizacion total :
40 - |J """"""" +  minimo factible e T o 7]
il I | I L
3 3.5 4 4.5 5
N % 10°

[lustracion 3-4. Detalle de la penalizacién interior, se pueden observar los problemas de continuidad que se
presentan en el limitedela region factibl e.
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3.4.3. Penalizacion interior extendida.

En este método se intenta aprovechar las ventajas de |os dos métodos anteriores a la hora
de penalizar las restricciones de desigualdad. Para las penaizaciones de igualdad se emplea la
penalizacion exterior por lo que se omitira en laformulacion que sigue por brevedad.

En este método la funcion de penalizacién toma la forma:

P 2?7 5, (3.4.11)
j?1

donde;

g;(x)? A ] ) (3.4.12)
(X) Sl f =-e 4.

i g; (X) 9

_ 2229, (x) |

9;(X)??——F— Si g X >e (3.4.13)

El parametro e es un ndmero negativo pequefio que marca la transicién entre la
penalizacion interior dada por (3.4.12) y lainterior extendida dada por (3.4.13). Para obtener una
secuencia de disefios factibles es necesario elegir e de manera que la pseudo-funcion objetivo
tenga una pendiente positiva en la frontera de la region factible. Haftka y Starnes (referencia
[14]) recomiendan un valor de edado por:

222C.2" * conl3=a= 12 (3.4.14)
donde C es una constante. I nicialmerte se toma e dentro del rango -0.3 = e = -0.1. También se
selecciona €l valor de ?,’ de manera que los términos de la penalizacion interior y exterior tengan
inicialmente el mismo valor. Asi se obtiene el valor de C que se debe emplear en la penalizacion.
Con esta definicion de la penalizacion se consigue que € éptimo permanezca en € interior de la
region factible.

La forma de las funciones de penalizacion y de las restricciones en e giemplo mostrado

anteriormente se muestran a continuacion para varios valores del parametro e
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Penalizacion Interior Extendida, epsilon = -0.106 Penalizacion Interior Extendida, epsilon = -0.0106
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]
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Ilustracién 3-5. Penalizacion interior extendida, se muestran lasrestricciones, lasfunciones de penalizacién y
dela funcion de penalizacion total. Se muestran dos valores distintos de e en (a) un valor inicial recomendado
de-0.106 y en (b) un valor actualizado de -0.0106. Se puede observar como se desplaza el minimode la
funcién de penalizacion total .

3.5. Implementacién de los algoritmos de optimizacion.

Se han implementado dos algoritmos de optimizacion para su aplicacion en un programa
de elementos finitos, ANSYS®. Este programa cuenta con un lenguaje de programacion propio
denominado APDL, siglas de Ansys Parametric Design Language. Los agoritmos de
optimizacién implementados en APDL son paramétricos por 1o que su vaidez es general dentro
de la aplicabilidad de cada uno de los agoritmos en concreto. Ademas se han implementado |os
algoritmos de optimizacion en FORTRAN para su comprobacion en una serie de problemas
mecanicos con solucion conocida, de manera que permite estudiar la validez de los resultados

proporcionados por los agoritmos implementados en APDL.

3.5.1. Algoritmo de Primer Orden.

El agoritmo de primer orden implementado es € método del gradiente, e cua es €
método basico de optimizacion no lineal. Este método es de aplicacion general aunque cuenta
con una convergencia lenta, por lo que su uso esta restringido a problemas sencillos y
aplicaciones académicas. La implementacion en APDL de este agoritmo requiere la
estructuracion del programa en una serie de funciones que dirigen el flujo del programay ayudan
alaresolucion del problema mecanico estudiado con e método de los elementos finitos.

En primer lugar es necesario definir e problema mecéanico a resolver mediante e MEF y
las variables de éste que se desean optimizar, llamadas variables de disefio. Dicho problema

mecanico se deberda modelar de forma paramétrica, permitiendo la variacién de las variables de
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disefio. Se deben extraer las variables que conformardn la funcion objetivo a minimizar y las
restricciones a que estd sujeta la solucién y que seran posteriormente penalizadas. Una vez
obtenidas estas variables se forma la funcion objetivo pendizada con € pardmetro de
penalizacion considerado, se optimiza la funcion objetivo penalizada y se comprueba la

convergencia variando €l parametro de penalizacion. A continuacion se muestra el diagrama de

Archivo.itp
"fz)"
E I IR

flujo del algoritmo implementado.

Crear funcidn
ohjetivo
Q=0f+0,

Actualizaciin ¢
de A
A Buzqueda de
dptitmo

Convergencia en A

llustracién 3-6. Diagrama de flujo del proceso general de optimizacion. En el archivo .inp se encuentra el
problema mecénico a optimizar.

Una vez obtenidas las variables que conforman la funcion objetivo y las restricciones se
forma la funcion objetivo penaizada mediante el méodo de penalizacion interior extendida que
se comentd en el apartado anterior. El diagrama de flujo que representa este proceso es el

siguiente:
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Funcidn objetivo F
Festricciones:

1M

2|

(=
= W
[

£

Festriccidn genérica;

124
17
o
17
Eall!

Crear funciones Penalizacion de cada
restriccin.
EeME e T

Y

QA =P+ AP+ P+ P+ 4 - Py FIN
Q) = Qe+ Qg

A

Ill(fgracién 3-7. Proceso de creacion de la funcion objetivo penalizada (a) y péﬁ?’;\lizacién deuna
restriccion genérica (b).

Una vez obtenida la funcion objetivo penalizada se realiza la minimizacion propiamente
dicha. Con el método del gradiente se obtiene la direccion de méxima disminucién de la funcion
objetivo. El cdculo del gradiente se rediza de forma aproximada mediante diferencias finitas.
Para ello se parte de un valor inicial de las variables de disefio y con peguefios incrementos de
cada una de las variables de disefio por separado se evalla la funcidn objetivo. Esto requiere la
resolucion de un problema mecanico distinto en cada caso. Una vez obtenido el gradiente es
necesario calcular e valor maximo que pueden alcanzar |as variables de disefio en esa direccién,
puesto que debe estar definido un rango de vaidez de las variables de disefio. En la direccion
dada por €l gradiente y con €l limite obtenido se realiza una minimizacion monodimensional

mediante el método de la Seccion Aurea. Este proceso general se realiza de la manera que sigue:
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Ilustracién 3-8. Diagrama de flujo del proceso de minimizacion de la funcién objetivo penalizada mediante el

3 Optimizacién no linea
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IMICIO
Dadas la Direccidn de bisqueda ¥ punto de partida
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[lustracién 3-9. Obtencidn del valor limite delas variables de disefio en la direccion dada por €l gradiente.
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El proceso de minimizacién monodimensional mediante e método de la Seccién Aurea
se redliza con la evaluacion de la funcion objetivo en una serie de puntos dados en la direccion
del gradiente. Se compara €l valor de la funcion objetivo penalizada en estos puntos y se reduce
el intervalo en e que se encuentra e minimo de la funcion objetivo penalizada. Una vez que se
obtiene un intervalo lo suficientemente estrecho o una variacion de la funcién objetivo lo
suficientemente pequefia, entre distintas evaluaciones de la funcién, se finaliza €l proceso de
reduccion del intervalo y se obtiene e minimo mediante la aproximacion con una funcién
cuadrética con la expresiones (3.2.4) a (3.2.6). Este proceso se presenta de forma esquematica en

lailustracion que sigue.
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K1 Emaxs TU]Q-T'Jlab
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Ilustracion 3-10. Proceso de busqueda monodimensional mediante el algoritmo de la Seccion Aurea
Una vez finaizada cada iteracion de optimizacion se actualiza € punto inicial de las
variables de disefio con e Optimo de la iteracion anterior. El proceso global de optimizacion
finaliza s se dan alguna de las dos situaciones siguientes, que el Optimo obtenido se encuentre

préximo a punto de partida o que el gradiente seanulo en el éptimo.

3 Optimizacién no linea 20



Optimizacién de la unién mediante ajuste a presién en un amortiguador MacPherson

3.5.2. Algoritmo de Segundo Orden.

El método del gradiente presentado anteriormente requiere un gran nimero de iteraciones
hasta llegar a Optimo. Como cada iteracion requiere una serie de evaluaciones d&l problema
mecanico a optimizar se hace necesaria la implementacion de un algoritmo que proporcione una
convergencia més rdpida, reduciéndose asi el tiempo de g ecucion.

El algoritmo de segundo orden que se ha implementado es el agoritmo de Davidon
Fletcher-Powell. Este algoritmo proporciona una direccion de busgueda més eficiente pero
requiere un mayor uso de memoria puesto que es necesario amacenar el gradiente calculado en
laiteracidn anterior para calcular la matriz que aproxima alainversa de la hessiana.

El proceso general de optimizacion mediante este algoritmo es analogo al seguido en €l
método del gradiente, con la diferencia dd calculo de la direccion de busqueda. La nueva
direccion de busgueda se obtiene con la actuaizacion de la matriz que aproxima la inversa de la
hessiana. Esta actualizacion se realiza mediante la definicion de una serie de vectores en los que
se almacena el gradiente de iteraciones anteriores.

En e proceso de optimizacion se parte de un punto inicial y de una estimacion de la
matriz inversa de la hessiana que debe ser definida positiva, por 1o que una matriz con escalares
positivos en la diagonal es un estimado aceptable. En € punto inicial se calculael gradiente de la
funcion objetivo penalizada mediante diferencias finitas y se obtiene la direccion de busgueda
con la expresion

d, 2?8?21 (x") (35.1)
donde dy es la direccion de busquedainicial, S° es la estimacion inicial de la matriz que aproxima
lainversade lahessianay x° es el vector inicial de las variables de disefio.

Una vez obtenida la direccion de blsgueda se debe obtener el valor maximo que pueden
alcanzar las variables de disefio en ésa direccion y redlizar la minimizacion monodimensional
mediante e método de la Seccion Aurea tal y como se realiza en e método del gradiente. Una
vez obtenido e punto en e que se alcanza e minimo se realiza una comprobaciéon de
convergencia. Si no se ha llegado a Optimo se calcula en el nuevo punto € gradiente mediante
diferencias finitas y se actualiza la matriz que aproxima a la inversa de la hessiana. El diagrama

de flujo del proceso descrito se muestra a continuacion.
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Ilustracion 3-11. Diagrama de flujo del método de Davidon-Fletcher -Powell para la optimizacion
multidimensional
Este método de segundo orden, al proporcionar una convergencia mas rapida, permite un

menor nimero de simulaciones del problema mecanico a optimizar, por o que € tiempo de
gjecucion es menor que €l necesario en e agoritmo de primer orden. Esto ocurre a costa de un
mayor requerimiento de memoria, € cual no es significativo hasta valores muy grandes del
numero de variables de disefio.

El tiempo de gecucion esta condicionado principalmente por la resolucion mediante el
MEF del problema mecénico, ya que la evaluacion de las restricciones y de la funcion objetivo
serediza a través de estos resultados. Por ello es primordia obtener un algoritmo de gjecucion
de rapida convergencia, que permita un menor numero de evaluaciones, es decir, de

simulaciones del problema mecanico en Elementos Finitos.

3 Optimizacién no linea 22



